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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА
Дисциплина «Методы численного анализа» ставит своей целью подготовку студентов к разработке и применению с помощью ЭВМ вычислительных алгоритмов для решения задач, возникающих в процессе математического моделирования.

Данный курс непосредственно связан с дисциплинами «Вычислительные методы алгебры», «Математический анализ». «Дифференциальные уравнения», «Функциональный анализ и интегральные уравнения» и «Уравнения математической физики». Он является базовым для дисциплины «Численные методы математической физики» и многих других дисциплин специализации. 
Изучение курса преследует две основные цели: во-первых, привить студентам навыки, необходимые для проведения теоретического исследования алгоритмов, предназначенных для реализации математических моделей, приводящих к задачам теории приближений, линейным системам алгебраических уравнений, нелинейным уравнениям и системам, а также интегральным и дифференциальным уравнениям, и, как следствие, не только адаптации известных алгоритмов к решению конкретных задач, но и создания новых; во-вторых, сформировать навыки компьютерной реализации конкретных алгоритмов и анализа получаемых численных результатов. Таким образом, в результате изучения курса студенты должны приобрести навыки проведения вычислительного эксперимента.

В результате изучения дисциплины студент должен
знать: 

– основные подходы к исследованию существующих и созданию новых алгоритмов решения указанных классов задач; 
– методы решения численных уравнений и систем таких уравнений;

– основные понятия и методы решения задач теории приближения;

– методы теории квадратур; 
– методы решения интегральных уравнений (в том числе в некорректной постановке); 
– классические методы решения основных задач для обыкновенных дифференциальных уравнений; 
уметь: 

– решать нелинейные уравнения и системы численными методами; 
– использовать различные методы решения задачи приближения функций; 
– решать методами численного анализа основные задачи для функциональных уравнений;
– адаптировать известные алгоритмы к решению конкретных естественнонаучных задач на компьютере.
владеть:
- навыками использования конкретных алгоритмов для решения 
нелинейных уравнений и систем, задач приближения функций, решения функциональных уравнений;
-методами решения основных задач численного анализа с использованием компьютеров.

 В соответствии с типовым учебным планом по специальности 1-31 03 03 «Математика (научно-педагогическая деятельность)» учебная программа предусматривает для изучения дисциплины 252 учебных часов (6,5 зачетных единиц); аудиторное количество часов 136, из них:

в 4 семестре: лекции – 30 часов, лабораторные занятия – 34 часа, самостоятельная работа студентов (УСР) – 4 часа, форма отчетности – зачет (2,5 зачетные единицы);
в 5 семестре: лекции – 28 часов, лабораторные занятия – 34 часа, самостоятельная работа студентов (УСР) – 6 часов, форма отчетности – зачет, экзамен (4 зачетные единицы). 

Содержание учебного материала

Раздел 1. Решение нелинейных уравнений и систем
1.1. Итерационные методы решения нелинейных уравнений и систем
Решение нелинейных уравнений. Методы отделения корней. Принцип сжимающих отображений. Достаточные условия сходимости. Метод Ньютона. Комбинированный метод. Ускорение сходимости метода итераций. Методы типа Чебышева. Поиск корней алгебраического уравнения. Метод Лобачевского. Метод Лина. Решение систем нелинейных уравнений. Достаточные условия сходимости метода итераций. Методы Якоби и Зейделя. Метод Ньютона. Достаточные условия сходимости метода Ньютона.

1.2. Вариационный подход к решению нелинейных систем.
Сведение решения системы нелинейных уравнений к решению вариационной задачи. Методы спуска. Градиентные методы. Метод установления.

Раздел 2. Приближение функций

2.1. Интерполирование 

 Существование и единственность интерполяционного многочлена. Формула Лагранжа. Интерполяционные формулы Ньютона для равномерной и неравномерной сетки. Погрешность интерполирования. Интерполирование с центральными разностями. Формулы Гаусса, Стирлинга и Бесселя. Многочлены Чебышева первого рода и их свойства. Минимизация остатка интерполирования. Интерполирование с кратными узлами. Многочлены Эрмита.  Приближение периодических функций тригонометрическими многочленами. Обратная задача интерполирования. Формулы численного дифференцирования и их погрешность.

2.2.Сплайны
Приближение функций сплайнами. Построение кубического сплайна глобальным способом. Формы записи кубического сплайна. Погрешность приближения кубическими сплайнами. Экстремальное свойство кубических сплайнов. Кусочно-кубическая интерполяция со сглаживанием. Построение бикубического сплайна. Гладкие восполнения функций.


2.3. Наилучшие приближения
Наилучшее приближение в гильбертовом пространстве. Среднеквадратичное приближение функций алгебраическими и тригонометрическими многочленами. Наилучшее равномерное приближение функций. Теорема Чебышева. Приближенное построение алгебраического многочлена наилучшего равномерного приближения.


Раздел 3. Численное интегрирование
3.1. Квадратурные правила интерполяционного типа

Квадратурные формулы Ньютона-Котеса. Алгебраическая степень точности. Квадратурные формулы прямоугольников, трапеции и Симпсона. Составные квадратурные формулы и их погрешность. Вычисление несобственных интегралов.
3.2. Квадратурные правила наивысшей алгебраической степени точности(НАСТ)
Существование и единственность квадратурных формул НАСТ. Квадратурные формулы Гаусса и их погрешность. Построение квадратурных формул НАСТ в частных случаях. Вычисление коэффициентов и узлов формул НАСТ.
3.3. Методы уточнения вычисления интегралов
Метод Ричардсона. Правило Рунге. Формула Эйлера. Метод  Ромберга.


3.4. Приближенное вычисление кратных  интегралов

Метод повторного применения квадратурного правила. Метод замены подынтегральной функции интерполяционным многочленом. Кубатурные формулы трапеций, Симпсона и Гаусса.

Раздел 4. Численное решение интегральных уравнений
4.1. Методы решения интегральных уравнений Фредгольма и Вольтерра
Метод последовательных приближений и вырожденных ядер. Метод механических квадратур. Методы коллокаций, наименьших квадратов и моментов. Понятие устойчивости и корректности задач. Уравнение Фредгольма первого рода как некорректная задача. Метод регуляризации решения некорректных задач.
Раздел 5. Методы численного решения задачи Коши
5.1. Методы решения нежестких задач
Одношаговые методы решения задачи Коши. Метод разложения решения в ряд Тейлора. Семейство методов Рунге-Кутта решения задачи Коши. Погрешность одношаговых методов. Интегрирование систем методами Рунге-Кутта. Выбор шага интегрирования. Многошаговые методы решения задачи Коши. Методы Адамса. Конечно-разностные схемы. Погрешность аппроксимации. Построение конечно-разностных схем методом неопределенных коэффициентов. Устойчивость конечно-разностных методов. Интегрирование нелинейных уравнений и уравнений высших порядков.
5.2. Методы решения жестких систем 

Жесткие задачи и методы их решения. Применение явных и неявных методов. Методы Гира.

Раздел 6.Решение граничных задач для обыкновенных дифференциальных уравнений

 6.1. Методы, основанные на сведении к задаче Коши
Метод дифференциальной прогонки. Метод стрельбы.
6.2. Вариационные методы решения граничных задач
Методы минимизации невязок (метод коллокации, наименьших квадратов, Галеркина). Сведение граничной задачи для линейного уравнения второго порядка к вариационной задаче. Метод Ритца.
6.3. Сеточные методы решения граничных задач
Разностная аппроксимация простейших дифференциальных операторов. Постановка разностной краевой задачи. Аппроксимация краевых условий. Корректность и устойчивость разностной схемы. Сходимость разностной схемы. Математический аппарат теории разностных схем. Формулы разностного дифференцирования и суммирования по частям. Разностные аналоги теорем вложения. Свойства консервативности и однородности разностных схем. Решение разностной задачи на собственные значения. Сходимость разностной схемы  для простейшей граничной задачи. Основные способы построения разностных схем: интегро-интерполяционный, метод аппроксимации квадратичного функционала и сумматорного тождества. Принцип максимума и его следствия.
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	1. 
	Итерационные методы решения нелинейных уравнений и систем. 

1. Методы отделения корней. 
2. Принцип сжимающих отображений. 
3. Метод простых итераций. 
4. Метод Ньютона. 
5. Комбинированный метод. 
6. Методы типа Чебышева. 
7. Поиск корней алгебраического уравнения. Метод Лобачевского. Метод Лина.
8. Решение систем нелинейных уравнений методом итераций и
     Зейделя.

9.  Решение систем нелинейных уравнений методом Ньютона.
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	 Вариационный подход к решению нелинейных систем.
1. Методы спуска. 
2. Градиентные методы. 

3. Метод установления..
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	Приближение функций 
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	20
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	1                                                                             
	Интерполирование 

1. Формула Лагранжа. 
2. Интерполяционные формулы Ньютона для равномерной и неравномерной сетки. 
3. Интерполирование с центральными разностями. Формулы Гаусса, Стирлинга и Бесселя.
4. Минимизация остатка интерполирования .

5. Интерполирование с кратными узлами. Многочлены Эрмита .

6. Приближение периодических функций тригонометрическими многочленами  .

7.  Обратная задача интерполирования  .

8. Формулы численного дифференцирования и их погрешность  .
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	Групповая                       
консультация
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	 Сплайны
1. Построение кубического сплайна глобальным способом. Формы записи кубического сплайна. 
2. Погрешность приближения кубическими сплайнами. 
3. Экстремальное свойство кубических сплайнов. 

4. Кусочно-кубическая интерполяция со сглаживанием.

5   Построение бикубического сплайна  ..
6   Гладкие восполнения функций.
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	 Наилучшие приближения
1. Наилучшее приближение в гильбертовом пространстве. 
2. Среднеквадратичное приближение функций алгебраическими и тригонометрическими многочленами. 
3. Наилучшее равномерное приближение функций. Теорема Чебышева.

4. Приближенное построение алгебраического многочлена наилучшего равномерного приближения.
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	 Численное интегрирование
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	1
	Квадратурные правила интерполяционного типа

1. Квадратурные формулы Ньютона-Котеса.

2. Квадратурные формулы прямоугольников ,трапеции и Симпсона. 
3. Составные квадратурные формулы и их погрешность. 
4. Вычисление несобственных интегралов.. 
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[4]
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	Защита 
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	3
	Методы уточнения вычисления  интегралов

1. Метод Ричардсона. Правило Рунге.

2. Формула Эйлера. Метод Ромберга.
3. Вычисление кратных интегралов.
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	[1]
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	Численное решение интегральных уравнений
	4
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	2
	
	
	

	1
	 Методы решения интегральных уравнений Фредгольма и Вольтерра 
1. Метод последовательных приближений и вырожденных ядер.. 
2. Метод механических квадратур. 
3. Методы коллокаций, наименьших квадратов и моментов.
4. Уравнение Фредгольма первого рода как некорректная задача.
5. Метод регуляризации решения некорректных задач .
	4
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	[3]
[9]
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	Методы численного решения задачи Коши
	10
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	1
	Методы решения нежестких задач.
1   Метод разложения решения в ряд Тейлора
2   Семейство методов Рунге-Кутта решения задачи Коши. . 
3   Погрешность одношаговых методов .

4   Интегрирование систем методами Рунге-Кутта.

5   Многошаговые методы решения задачи Коши. Методы Адамса.

6   Конечно-разностные схемы. Погрешность аппроксимации.

7   Построение конечно-разностных схем методом неопределенных
     коэффициентов.
8  Устойчивость конечно-разностных методов.

9   Интегрирование нелинейных уравнений и уравнений высших 
     порядков.
	
	
	4
	2
	методические пособия,

ПЭВМ
	[1]
[4]
[7]
	Защита 

лабораторных   работ

	2
	Методы решения жестких систем.
1  Жесткие задачи и методы их решения. 

2  Применение явных и неявных методов. Метод  Гира.
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ПЭВМ
	[1]
[7]
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лабораторных   работ

	6
	Решение граничных задач для обыкновенных дифференциальных уравнений
	14
	-
	12
	2
	
	
	

	1
	Методы, основанные на сведении к задаче Коши. 

1   Метод дифференциальной прогонки
2   Метод стрельбы
	2
	
	
	
	методические пособия,

ПЭВМ
	[1]

[4]
[2]
	Защита 

лабораторных   работ

	2
	Вариационные методы решения граничных задач.
1  Методы минимизации невязок:(метод коллокации,  наименьших
     квадратов и   Галеркина). 
2     Сведение граничной задачи для линейного уравнения второго
     порядка к вариационной задаче.  
3   Метод Ритца.
	4
	
	
	
	методические пособия,

ПЭВМ
	[1]

[4]


	Групповая 

консультация
Защита 

лабораторных   работ

	3  


	 Сеточные методы решения граничных задач
1  Разностная аппроксимация простейших дифференциальных 
    операторов .
2  Аппроксимация краевых условий. Корректность и устойчивость
     разностной схемы.

3  Сходимость разностной схемы.

4   Формулы разностного дифференцирования и суммирования 
      по частям.

5   Разностные аналоги теорем вложения.

6   Решение разностной задачи на собственные значения .

7   Сходимость разностной схемы  для простейшей граничной задачи.

8   Основные способы построения разностных схем.

9   Принцип максимума и его следствия.
	8
	
	6
	2


	методические пособия,

ПЭВМ
	[1]

[6]

[7]
[14]
	Групповая 

консультация
Защита 

лабораторных   работ

	
	Итого:
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Преподаватель к.ф.-м.н., доцент Голик С.И.

Информационно–методическая часть
Примерный перечень лабораторных работ

1. Методы отделения и уточнения корней нелинейных уравнений.
2. Методы решения систем нелинейных уравнений.

3. Приближение функций интерполяционными многочленами

4. Сплайны.

5. Среднеквадратичные приближения функций.
6. Наилучшее равномерное приближение функций.

7.   Квадратурные правила интерполяционного типа.

8.   Квадратурные правила НАСТ.

9.   Методы уточнения интегралов.

10. Вычисление кратных интегралов.

11. Методы решения интегральных уравнений Фредгольма и Вольтерра.
12. Методы решения задачи Коши.

13. Методы решения жестких систем.

14. Методы решения граничных задач для ОДУ.
Примерная тематика УСР
1. Поиск корней алгебраического уравнения методом Лобачевского и методом Лина.
2. Приближение периодических функций тригонометрическими многочленами.
3. Кусочно-кубическая интерполяция со сглаживанием.
4. Вычисление несобственных интегралов.
5. Решение интегральных уравнений методом коллокаций и моментов.
6. Погрешность интегрирования одношаговыми методами.
7. Интегрирование нелинейных уравнений и уравнений высших порядков.
8. Сведение граничной задачи для уравнения второго порядка к вариационной задаче в случае  неоднородных краевых условий.
9. Решение разностной краевой задачи на собственные значения для краевых условий второго и третьего рода.
10. Построение разностных схем интегро-интерполяционным методом двойным интегрированием.
Рекомендуемые формы контроля знаний

Защита лабораторных работ по теории и практической реализации заданий на ПЭВМ.
Рекомендуемая литература

Основная

1. Бахвалов, Н. С. Численные методы: учеб. пособие для физ.-мат. специальностей вузов /Н. С. Бахвалов, Н. П. Жидков, Г. М. Кобельков; под общ. ред. Н. И. Тихонова. – 2-е изд. – М. : Физмалит: Лаб. базовых данных; СПб. : Нев. диалект, 2002. – 630 с.
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Дополнительная
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